MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje

Jpymreo maremaruuapa Cpbuje
OKPYKHO TAKMUNYEILE 3 MATEMATUKE
20.02.2022.

Ilpeu pa3penm — A kareropuja

Hera je n mpupoman Gpoj, A, ckyn cBux n-tormudpeHux OpojeBa kKojuma je 36up mudpapa y
IeKaqHOM 3amucy jemHak 4, a B, ckyn cBux n-ronudpeHux OpojeBa KojuMma je mpousBox mudapa
Yy [IEeKamHOM 3aIMCy jemHak 8. Y 3aBUCHOCTHU O N OOPEIWUTH KOjU Ol HABEINEHUX CKYyIIOBa UMa

Behu Opoj ememenarta.

Onpenutu cBe ¢pyurnuje f,g (% ) — R, TakBe ma 3a cBako x € (% ,2) BayKU
Jr

of@) o) =z w 2f(2) - g(35s) = ~4r

Heka je AABC npasoyrau. Koucrpyucaru tauky N yuyrap AABC Tako na je

<NBC =<NCA = <NAB.

Y cryny nmpuponHux OpojeBa pemutu jenHauuny 207 4 2Y = 2022%.

[TaxoBcka Tabma guMensmuje 8 X 8 momroyaHa je urypama ca CIIMKe

(purype ce mory poruparty u o6praru; Moryhe je KOpUCTUTU IPOU3BOJbAH OPOj GUrypa cBaKOT
O TpHW HaBeneHa oOJMKa; Tabjla je MOIJIOYAHA aKO CBAKO IOJhe Tabjle MOKpMBA TAYHO jenHa
¢urypa). Opgpemurn HajmMamy mMoryhm Opoj ¢urypa mpBor on HaBemeHUX OOIMKA KOJjU je

ynorpebsbeH y MOII0UABALY.

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.
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OKPYKHO TAKMUYEIE 3 MATEMATHKE
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Ipyru pa3spen — A kareropuja

Onpemnutu cBe a € R 3a koje jemqHaumaa
||2* — 5z + 6] — x| + 3 = 2022a

“Ma TAYHO TPU PEleha y CKYMy pPeaiHuX OpojeBa.

[Temaxr ce HANA3U y IPBOj KOJOHU U APYTOM peny (mosbe A2) maxoscke tabie numensuje 8 X 8.
Ha ronmko maumna memak mMoske nohw mo ocMOr pena, He padvyHajyhw more3e npyrux ¢urypa,
AKO ce y IPBOM Iotre3y Huje nmomepuo asa noma? (Ilemak ce y cBakoM moTesy moMepa ca mosba
(z,y) ma Hero oxm moma (x,y+ 1), (xt —1,y+1) u (x + 1,y + 1) (nocaenma nBa y cayuajy nxa
nojene NPOTUBHUYKY GUTYDPY).)

Y jemHOj WKOIM MOCTOje CeKuuje M3 MaTeMaTrke, (U3uKe W PAadyHapCTBAa, a CBAKU YUEHUK
IMKOJIE je ujaH OapeMm jedHe CeKIrje M CBakKy ceknujy moxaba 6apeMm jeman yuenuk. Herka je
m mpocedaH Opoj cerkmuja Koje moxabajy ydeHUIM KOju CY UJAHOBU CEKIUj€ 38 MATEMATUKY,
f mpoceuan 6poj cekmuja koje moxabajy yueHunm KOju Cy UNIAHOBHU CeKIuje 3a (U3UKY, a T
mpocedan Opoj ceknuja Koje moxabajy ydeHUIM KOjU Cy UJAHOBU CEKIMj€ 38 PAUYHAPCTBO.

Axo je m = f =r = a € (1,2), norasaru nma je mpoceuan Opoj cexmmja koje moxabajy
YYEHUIUW OBE MIKOJIE MAMKmU O (.

Heka je ABC'D rmetuBan yerBOpOyrao u Heka cy P u () tauke Ha crpanunama AB u AD, penowm,
tako na je AP =CD u AQ = BC. Hera je M rmaura npeceka npasux AC u PQ. Ilokasaru na
je M cpemumre nysxu PQ.

Ha tabau je manucan 6poj 2022. Ilocae cBakor MmunyTa Opuie ce 6poj T KOju je y TOM TPEHYTKY
HammcaH Ha Tabau u 3anucyje jenan on 6pojesa 2x — 1 uau 3x+ 1. Ila snu je moryhe ma y HekoM
TpeHyTKy Ha Tabiu Gyme mHammcam 6poj 220227

Bpewme 3a pan 180 MmunyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPA3JIOKUTH.
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Tpehu paspen — A kareropuja

Heka je n mpupoman, a p mpoct Opoj, TaKO A BaKU 2n? =p®+1 u rako na je

m=§/p+n\/§+ {/p—n\/i

npupoaan 6poj. Oxgpenuru moryhe BpennocTu 6poja m.

Jemna crpaHa JucTa mamnupa je OCeHuYeHa W U3 mera je uceuen kBanpar ABCD crpanure 2.
Youene cy tauke X,Y,Z u T, HA cTpaHUIaMma b4
BC,CD,DA u AB, penoMm, u nanup je mpeca-
BujeH mo my:ku XY m mo ny:xkm Z1, npu dyemy
cy ce TuM npecasujameMm tauke A u C npeciu-
KaJie ¥ UCTy Tauky F, Kao Ha CaulU.

Ioka3aTu ma je TOBpPIIMHA BUABUBOI OCEHUE-
HOT Jeja He Mama oI 1.

Heka cy m,n € N. ¥ noma Tabaume m X n ynucame cy HyjlIe u jenuHune. Ilpurom, 3a cBaku
CKYT BpCTa, OpOj KOJIOHA KOje Y MPECeKy ca CBAKOM OJ WX MMajy caMo HyJle jemHak je Opojy
KOJIOHA KOje y IPEeceKy Ca CBAKOM OJ BUX UMajy CaMO jeIUHUIIE.

IlokaszaTu ma ce KOJIOHE Te Tabiauie MOry HMOAEJIWTHA y MAapPOBE TAKO & Cy KOJOHE KCTOT
mapa ,,CynpoTHe”: Ha MEeCTHMa Ha KOjuMa [IPBa MMa HyJe APYra UMa jeIWHUIE, a HA MECTUMA
Ha KOjuMa MpPBa UMa jeAUHUIE, IPYyra MMa HyJIe.

Opnpenutu cBe pacrylie reoMeTpujCcke HU30BE, KO KOjUX je MPOM3BOL OCMOI U IECETOr YJIAHA
jemHak 1, a pasjiuka CeIMOT U IMIECTOT YJjaHa jeqHaka 4.

Bpoj je os0oz00uwmnu axko je mEroB JeKamgHU 3a0uC OOIUKA

201 cee Ckock+1 cee Ck+l2ck+l+1 “ee Ck—i—l—i—m27

roe cy k,I,m € N, a ¢; mudppe y mekamuom 3ammcy, 3a cBako 1 < ¢ < k+ [+ m. Komuko mma
oBoromBUX 6pojeBa kKoju cy nornyru creneau?! (Bpoj m je HOTIYH CTENEH aKO M CAMO aKo
je n = a’ 3a meke a,b € N\ {1}.)

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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YerBpTH paspen — A kareropuja

Anekcannpa n Bojan urpajy crenehy wrpy:

—Anercannpa 6upa npupozxan 6poj n > 2, a MOTOM U PALMOHANHE Opojese ag,ag, ..., a, € (0,1];
—HakoH Tora bojan Gupa npupoman 6poj m > 2, m # n, u pamuonasue 6pojese by, ba, ..., by, €
(0,1];

—nakoH Tora oxpebyjy Bpemnoctu A = {/a? +...4+a2 u B= R/b?+...+ b2, u yrkonuko je A
Behu, mobebyje Anekcamnpa, yronuko je B Behu nmobebyje Bojan, a ykomnuro je A = B, urpa
ce 3aBpIIaBa HEPEUIEHUM KCXOIO0M.

(a) Horazaru ma Anekcanapa uma I00€THUUKY CTDATETU]Y.

(6) Ha mu Anekcannpa u Bojan Mory omurparu Urpy Tako Ia UCXOXA Oyne HepemeH?

Heka je X Taura yuyrap AABC takBa na je <CAX # <XAB. Heka cy X4, Xp u X¢ noguoxja
mopmavia u3 X wa BC, CA u AB, penom. Hera cy P u @ tauke takBe na cy XaXXcP n

XpXXQ napanenorpamu. Hera ce BP u CQ) cery y Tauku Y u Hera cumerpasa {BAC ceue

ZY Y'Y,
XY y rauku Z. Heka je Yo mommoskje mopmate u3z Y wa AB. Ilokazatu na je —— = c.
ZX XXp

Y ckymy mpupomHUX OpojeBa PEmUTU jeTHAYNHY

220 + 2¥ = 20227

Onpemutu cBe a € R, TakBe na 3a cBako x € R Basku

(z+1)(2® +az® + 2 + (a —2)*) > 0.

Hera cy m u n npuponuu 6pojeBu. Ha cromy ce mamaze mBe roMmmiie 3JaTHUKA, HA KOjUMA Ce
HaJIa3u IO M U 7 3JaTHUKA, penoMm. Mrpauum A m B Hau3MEHUYHO UrpPajy HOTe3e, IPU YeMy
urpay A urpa npsu more3. Y CBaKOM IIOTe3y UI'pad Ca jelHe NOMUJIIE MOMKE y3eTU HeKu Opoj
3JIATHUKA, TAKO na Taj Opoj menumiar Opoja 3JaTHUKA Ha APYyroj romumau. Ilpurom, cmaTpa ce
na caku npuponaH 0poj menu 6poj 0. Ilobemuwr je urpau Koju y3me MOCIEABU 3JIaTHUK Ca
crosa. 3a KOje BPpeQHOCTU M M N nobeTHUYKY cTparTerujy uma urpad A, a 3a roje urpau B?

Bpewme 3a pan 180 MunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 00pPA3IIOKUATH.
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Ilpsu paspen — b kareropuja

3a m,n € N Heka je m Pn ako u caMo ako je mn noToyH kBanpar. Vlcouratu ma iu je pesranuja
p pediexkcruBHA, CUMETPUYHA, aHTUCUMETPUYHA WM TpaH3UTUBHA. Jla 1u je p penanuja exBu-
Basennuje? Ila snu je p pesanuja moperka?

Opnpenutu cBe mpupomHe OpojeBe N U IPOCTe DPOjeBE P 3a KOje BaKWU

n? + p* =100p% + 1.

Han crpanama kBaznpara CTpaHUIE @, Y CIOJBAIIKLOCTH KBaApaTa, KOHCTPYUcaHu ¢y MebhycoOHO
TOAyAapHU Tpame3u, TAKO Aa TeMeHa TUX Tpale3a YWHEe TeMEHA MPABUJIHOT IBAHAECTOYTJIA.
Ako je mopmuHa nobujenor aanaectoyria 2022, oxpenuTu a.

Tamapa uma 8 pasauuntux kpena y 6oju. Ona ma Tabuau 3anucyje cse moryhe maryme koju ce
Mory 3amucaru nomohy mer nBojku u Tpu HyJde (jemaH Takas matyM je u masHac — 20.02.2022.) u
IPUTOM CBakKy mudpy 3amnucyje apyrom 6ojom. Oampenuty yrymasn Opoj pa3iuuuTux JaTyMa Koje
Tamapa moske 3anucaru Ha Tabiau, ako je onpebheno kojux 5 60oja he ce kopucTurum 3a 3amucu-
Bame IBOJKU, & caMuM TUM U Koje 3 6oje he ce kopucturn 3a 3anucusame uynaa. ([Ipu nucamy
maTyMa KOPHUCTE ce ¢Be nudpe, Ipu Y4eMy ce NPUINKOM MUCama PenHor Opoja maHa U Mecena,
aju He U roJuHe, 3amucyjy um Bomehe Hyse, ako ome mocroje. JlaTymu ajas.a3a4.a5060708. U
b1b2.b3by.bsbbrbs. cy pasmuuumTu ako 3a 6uso koje ¢ € {1,...,8} uudpe a; u b; HUCY UcTe UK
HUCy 06ojeHe ucrtoMm GojoMm.)

a, ako jea<b
b, akojea>b
IIPUOPUTET Yy OJHOCY Ha omepamujy @. Y 3aBucHocTH 0o ¢ € R crunuparu rpadur QyHKITje

3a a,b € R mera je axb=a+b, a®b=min{a,b} = { U HEeKa olepaluja * uMa

fl@)=c*xz®3xzdc

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IOKUATH.
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Ipyru paspen — B kareropuja

OpeanTu KOJIUKO MMa YeTBOPOUUppPEeHUX 6pojeBa y dujeM ce NeKaJHOM 3alrCy [I0jaB/byjy caMo
mudpe 1, 2 u 3 (me obase3Ho cse TpuU), a Tako na ce HajBehia nudpa He mojaBiyje BuIle O ABA
oyTa.

Hera je D rmauka crpanune AB tpoyraa ABC. Cumerpaie <ADC u <CDB cery crpanuie
AC u BC y Traukama M u N, pemom. Cumerpane <CAB u <ABC cery nysxku DM wu DN y
raukama K u L, penom. Iokasaru na je CM = CN ako u camo ako cy M N u KL napasnemnse.

+ar
1—ar

Herka je z # —1 komniekcan 6poj. lokazatu na je z = 3a He£Ko r € R ako m camMo ako je

|z| = 1.

Opnpenutu cBe a € R, TakBe ma cy
fx)=az®> —2@+Dz—-1 u g(z)=(4a+1)2®>-22a+ 1)z —2
KBaApaTHe QyHKOUje, npu 4yeMy f(z) uMa IBe pa3jauuure peasiHe HyJse U rpauiy TuxX QyHKIuIja

UMajy TaYHO jeTHY 3ajeTHUYKY TAUKY.

Hexka je n > 2 mpuponaun 6poj. Onpenntu nocienmy mudpy Gpoja 22" +1 Y OEeKaTHOM 3aIucy.

Bpewme 3a pan 180 MmunyTa.
Pemema 3amaraka merasHO 0OPa3IIOKUTH.



MuHncrapcTBO HpoCBeTe, HAyKe M TEXHOJIOMIKOr pa3Boja PemyoGuauke CpoOuje
Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

OKPYKHO TAKMUYEIE 3 MATEMATHKE
20.02.2022.

Tpehu paspen — B kareropuja

Y ckymy peaJiHUX OpoOjeBa PEIIUTU HEjeTHAUNHY

3a;+1 + 5;8—1
52? — 3:6

> 2.
Y ckymy peaJiHUX OpOjeBa PEHIUTU CUCTEM jeTHAYUMHA
y=4z3 + 1222 + 120+ 3, x=4y>+ 12y + 12y + 3.

Heka cy R,a > 0. ¥ nounry monynpeunmka R ynoucana je mpaBa Kyla BUCUHE %. Ha xojoj

VIAJBEHOCTU OX BPXa Kylle Tpeba KOHCTPYUCATH paBaH MapaJtieJHy OCHOBU KyI€, TAKO Ia pa-
3smKa u3Mehy MOBpIIMHE MpeCceKa Te PABHU U JIONTE U MOBPIIMHE IPECEKa T€ PABHU U KyTe Oyme
jemnara a’7m?

[Ipuponau 6pojeBu ox 1 mo 360 momesmenu cy y 9 moackymoBa cycenuux OpojeBa:
A = {1,2, .. .40},A2 = {41,42, . ..80}, s Ag = {321,322, . .360}.
Heka je S; 36up 6pojeBay A;, 3a1 < i< 9. Ila nu je moryhe pacnopenuru 6pojese S1,S5:...,Sy

y KBagpat 3 X 3, Tako na on Oyme marnuan? (Ksampar 3 x 3 je marmuan axo je 36up Gpojesa
YIUCAHUX Y HOJbA CBAKE HErOBE BPCTE, CBAKE HErOBE KOJIOHE U 00e HeroBe AUjaroHAse UCTH.)

Y cryny mpupomHuX OpojeBa PEImUTU jenTHAUYnHY

220 4 9v*+y — 90297

Bpewme 3a pan 180 MunyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKUATH.
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YerBpTHu paspen — b kareropuja

Hexa je

1+ ¢)2022 27 arcsin 2
(1 ‘)2010 , Y= 310g9 25 u y = — 2 .
(1—1) 2

xTr =

Axo je n = xzyz, ongpenuru 6poj meauaana 6poja n.
Onpenuru cBe mpuponHe Gpojese n, Takse na je 6poj n? + n + 2024 memus ca 2022.

Onpemutu cBe p € R 3a koje jennauuna
8+4p(x —1) = (z — |z|)z

UMa jeIMHCTBEHO PEIleHe ¥ CKYIy PeaiHuX Opojena.

Y rterpaenpy SABC je SA 1 SB, a momuosxje mopmase u3 S ua pasan ABC je oprouenTap
AABC. Jloka3aTtu na BaKu

(AB + BC + CA)* < 6- (AS® + BS? + CS?).

Bpojesu on 1 mo 8 ynucanu cy y temena ocmoyriaa Aj;As...As (cBaku 6poj y jemHo teme u
y CBako TeMe jenaH Opoj) M 3a CBaKy CTPaHULy OocMOyria u aujaroHase AjAs, AsAg, AsAr u
A4 Ag je mspauyHar 30up OpojeBa ymmcaHuUX y KpajeBuMa Te Ay:KU. Heka je m HajMamu Of
nobujeHux OpojeBa.

(a) Ompenutu majsehy moryhy Bpemuoct Gpoja m.

(6) Ompemury ykynan Gpoj HauuHa Ha KOju ce OpojeBu on 1 mo 8 Mory ymmcaru y TeMeHa
OCMOYTJIa, TAKO Oa BPeIHOCT Opoja m Oyxe Bpenuoct onpebena y memy (a).

Bpewme 3a pan 180 munyTa.
Pemema 3amaraka meramHO 0OpPA3IIOKATH.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3AJATARKA ORPYRHOI' TAKMUUYEIHA 13 MATEMATHURE

IlpBu pa3penm — A kareropuja

Axko je x € A, n G051 ... G] HETrOB JEKATHN 3alUC, OHIA je ap + ...+ a1 =4, a; € {0,1,2,3,4}

zal<i<nu an > 1. AKO jeb;=2%3a1<i<n—1wub, =2%"! 360r HaBemeHUX yCIOBa
6pojesu b;, 1 < i < n cy uuppe (me moke 6butu a; = 4 3a i < n, nowTo je a, # 0) u Baku
bp ... by = 20ntFa—l — 93 — 8 na je 6poj y umju je mexamHU 3amuc b,b,_1...b; emeMeHT

ckyna B,. ®ymruuja uz A, y B, KOja Ha onMcaHd HAUYMH €JIEMEHT I IPECIUKaBa y €JIEeMEHT Y
je bujeruuja, ma 3a csako n € N ckynosu A, u B, nMajy jemnak Opoj eisemeHara.

Kako je x € (% ,2) aKO M CaMO aKo je 1e (% 2) CMEHOM T = % nobuja ce 2f(t) ( ) —< 3a
cBako t € (1,2), a karo Ha (5 ,2) Bamu n of(z)+ (giié) =, cnemu (z+2)f(z) = &2 HOH_ITO
jex+2#0, cnequ f(x) = %Hg(giié) 2 3a cBaKO T € ( ) Ako je ¢(z) = éiié =2— 2x+2,

onga je ¢ pacryha ma (% ,2) U BayKU ¢(2 , ) = (1, g) Caemu ma je g(x) = 2 3a cBako x € (1, %)
(a Bpemuoctu g(x) KOje 3aX0BOJHABA]Y HABEINCHU CUCTEM 34 & € (% , 1] U [% ,2) Cy IPOU3BOJHHE).

Anasusza. Be3 ymamema onmroctu, Hera je <ABC = 90°. Hera je N rtauka yuyrap AABC,
Tako na je <KNBC = <NCA = <NAB = ¢. Onga je <ABN = <ABC —<NBC =90°—-¢ n
<IBNA =180° — <ABN — <NAB = 180° — (90° — ¢) — ¢ = 90°, nma N npunana gpyry k uuju je
npeunuk AB. Heka je O uenrap k (O je cpenumre AB), D npecek k u npase NC paznuuur ox
N, a F npecexk k u npase C'A, paznuuur ox A. Onga je <KADN = <ABN = 90° — ¢ (yruoBu Haz
reruBoM AN y k), ma je <FAD = <CAD = 180° — <ADC — <DCA = 180° — <ADN — <NCA =
180° — (90° — ¢) — ¢ = 90°, omuocHo FD je mpeunux k.

Koncempyruuja. Heka je k Kpyr Ha NpEUYHUKOM A

AB, tauka O cpenumre AB, F npeceuka Tavka F
ku CA, D npeceuna tauka npase FO u k pa-
3muunta on F, a N mpeceuna tauka CD u k
pasauuuta oxm D.

Hoxas. Hera je <NBC = ¢. Onna je <ABN =
90° — ¢, a xkako je <BNA = 90° (yrao manm npe-
9HUKOM), ciaenn <NAB = 90° — (90° — ) = . Orp-22-1A3

Tarobe, <ADC = <ADN = <ABN = 90° — ¢ (yruosBu uman terusom NA y k), a rako je
<CAD = <FAD = 90° (yrao manm npeunuroMm), caeau <NCA = <DCA = 180° — <CAD —
<ADC =180° — 90° — (90° — ) = ¢. Jlarkne, <KNCA =<NBC = <NAB = ¢.

uckycuja. Ha ocHOBY cupoBemeHe KOHCTPYKIMjE M MOKa3a, jJACHO je 1ma MOCTOjU jeTUHCTBEHA
Tauka N ca HaBemeHUM OCOOMHAMA.

B C

Fomenmap. Tauka ymja je KOHCTPpYKIMja CIPOBEIEHA je IO3HATA U Kao npBa bpokapoBa Tauka
tpoyraa. Ona mocroju (M jemuHCTBEHA je) Yy IPOU3BOLHOM TPOYIILY.

Hexa je L = 20° + 29 u D = 2022%. Basmm 2022 =2-3-337 1 20 = 22 - 5, ma 22 || 20 u 2 || 2022.

Axo je 2x >y, omma 2Y | L u 2% | D, ma je y = z. Ca;emm 22*7Y . 5% + 1 = 1011Y, ommocuo
22¢=Y . 5% = 1011Y — 1, mTo je memoryhe, momro 101+2%*~Y.5% u 101 | (1011 —1) | 1011¥ — 1.

Axo je 2z < y, ouma 22 || L u 2% || D, na je 2z = z. Caemu 5% 4 2¥~2% = 1011?*, omnocuo
2Y72¢ = 1011%* — 5%, mTo je memoryhe, momro 10112 — 5 | (1011 — 1) | 1011%* — 5% a mpurom je
10112 =5 >4 n 10112 - 5= 32 — 5 =4 (mod 8).

Axo je 2z =y, jenmaumna nmoctaje 227 (5% + 1) = 20227, ma xako je 5% +1 =2 (mod 4), caen
22¢+1 || L u 2 || D, omaxae je 2z+1 = z. MebyTtuwm, onza je L < 2-20% < 2-2022% < 2022-2022%% =
D, mTo je memoryhe.

W3 nperxomHor cienu ma HaBeNEHA jeIHAUYWHA HEMa PEllelmha y CKYIy MPUPOIHUX Opojesa.

IIpBa naBenena ¢urypa uma 4 mossa, a Apyre [Be IO 5 IoJba, ITa ako je £ Opoj ¢urypa mpsor
obnmka, a y ykynmaH Opoj ocranux (urypa Koje Ccy yHoTpebJ/beHe IpU INONI0UYaBAKY, BaKU
4z + by = 64. Cnemu 4z =4 (mod 5), na je z =1 (mod 5).



Yraono nosme tabne (,,homak”) He MOKe GUTU MOKPUBEHO (UrypaMa APYLOr O HABEIEHUX
obusmka, ma je cBako ox 4 yraoHa moJba MOKPUBEHO Miau Gurypama mpBor mau ¢purypama tpeher
obsmka. AkKO OM HEKO O TUX MOJba OWMIIO0 MOKpUBEHO ¢urypom Tpeher obauka, TO je, KO HA
cumerpujy, ypabeno kao ma cauru Orp—22-1A5-2. Ho, onma ce mosse 03HAUEHO ca X MOpa
nokputu ¢urypom mpsor obawmka. Creau ma ce y yOUEHOM MOIIOUYABAKY MOpa ymnoTpebuTu
Gapem 4 ¢urype npsor obuuka (3a cBaku ,homak” 0o jemHa; OUNIJIENHO je ma mMcTa PuUrypa
npBO¢ OBJIMKa HE MOYKE yUYECTBOBATHU y OIMUCAHOM MOKPUBAKY IBa ,homka”), ma kako je © = 1
(mod 5), cnemu = > 6.

X

Oxrp-22-1A5-2 Oxrp-22-1A5-3

Kaxko ce ymorpe6om 6 ¢purypa npsor obamka (1 8 mpeocranmx) Moxke momaodaTu Tabia, Ha
IpUMep Kao IITO je TO mpuka3ano Ha cauru Orp—22—-1A5-3, caenu na je Hajmamu Mmoryhu 6poj
¢urypa mpBOr O HaBeOEeHUX OOJIMKA KOju je ynoTpebJsbeH y MomiovyaBamy jeqHak 6.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIMTEIHA 3AJATARKA ORPYRHOI' TAKMUUYEIHA 13 MATEMATHURE

Ipyru pa3spen — A kareropuja

22 — 6z +6, arojex € (—00,3—+/3)
—22 + 62 —6, aro je x €[3—+/3,2]
, oHma je f(x) = 2?2 —4x +6, axo je x € (2,3)

—2% 462 —6, ako jex € [3,34+ 3

2?2 —6x+6, axojex € (3++3,00)
Ha cBakoM O yOueHUX MHTepBaJa (yHKIUja je cTporo MoHoToHa (Ha (—00,3 —+/3) u [3,3++/3]
CTPOTO Omaa, MOK HA MPEOCTANINM UHTEPBAMMa CTPOTO PACTE) U CYPjEKTUBHO CIIMKA HAZHAYUECHE
nHTEpBaJe, penoM, Ha (—o00,0), [0,2], (2,3), [0,3], (0,00), na jennauuna f(x) = ¢ € R uma nsa
pemena ako je ¢ € {0}U(3,00), yetupu pemema ako je ¢ € (0,3) u Tpu pemema ako je ¢ = 3.

Cruemn 20220 — 3 =3, Tj. a = 5= .

Axo je f(z) = ||z* — bz + 6| — =

Heka cy a; u ¢;, 1 < i< 6, penom, 6poj HaunHa na nemak crurae us nosunuje A(8—i) u C(8 —1)
IO OCMOT peZa, a Ja IPUTOM y CBAKOM IIOTe3y I0jele NPOTUBHUUKY GUurypy (OAHOCHO, y CBAKOM
noresy ce ca nosa (r,y) moMepu unu Ha nosbe (z—1,y+1) (more3 L) niau #a nome (x+1,y+1)
(motes D)). Hera je b;, 0 < i < 6, 6poj HaunHa na memak cturie n3 A2 mo ocMor pena, a xa
IPUTOM § IyTa Iojene NPOTUBHUYKY PUrypy (OZHOCHO, ¢ myTa ynorpebu HEKU o more3a L uim
D, a 6 — i myTa npuMeHU noTe3 y KojeM ce ca noma (x,y) nomepu Ha nome (x,y+ 1) (nores P)).

6
Tpeba ompenutu » . b;, a jacHo je ma Baxu b; = (?)ai 3a 1 <4< 6 (y noresuma P ce He Mema
i=0

KOJIOHA Y K0joj ce memak Hamasu). Taxobe je by = 1, ma ce dpopmanno Moxke noxehUHUCATA
apg = 1.

Onpga je a; = a;—2+ci—2 3a i > 3 (npBu more3 me Moske outm D, ako cy npsa asa moreza D u
L, nonoBo ce Haja3u y koiouu A, a ako cy npsa nsa noresa D u D, nanaszuhe ce y rosonu C; y
0b6a cayuaja npeocrtalie My ¢ — 2 more3a), a Kako je as = 2, ako ce popMayHO aedunume ¢y = 1,
HaBeleHa Be3a Ne Baskutu u 3a @ > 2. Cuenu ¢ = 1, ¢1 = 2, co = 4, ¢c3 = 7 (Huje ypauynara
nyTama y KOjOj Ce TpU IIyTa IPUMEHU moTe3 L, momro n3nasu u3 oksupa rabie), ¢y = 14 (aucy
ypadyHare ABe MyTame y KOjuMa Cy IpBa TpU mores3a L, mOmTo n3iase u3 okBupa tabie), ma je
ag =1, a; = 1 (moxe ce omurparu camo nore3 D), as = ag+cog = 1+1 =2, a3 =a;+c; = 1+2 =3,

ag=a2+co=2+4=6,a5=a3+c3=3+7=10, ag = a4+ 14 =6+ 14 = 20.
6 6
Komauno, 6poj maumna Ha koju mo:ke mohm mo ocmor pema tabme je > b, = Y. (?)ai =

i=0 i=0
1-14+6-1+15-2420-3+15-64+6-10+1-20=146+ 30460+ 90 4 60 + 20 = 267.

Hera cy M, F' u R, penoM, CKyIoBu ydYeHUKa KOju noxabajy ceknuje u3 maremaTure, (pU3UKe U
pauynapcrsa. Heka je z = [M\(FU R)|, y = |F\(MU R)|, z=|R\(MU F)|, a= |(MnN F)\R|,
b=|(MNR)\F|,c=|[(FNR)\M|ut=|MnFnR|

Omnna je 6poj yuenura koju noxabajy ceknujy m3 maremarure M| = x4+ a+ b+ t, nok je
mpocedan Opoj ceknuja koju omu moxabajy m = % =a,naje (2—a)a+bd)+(3-—
a)t = (a — 1)z. Amasorso, nocmarpameM ydeHuka koju noxabajy cexkuujy u3 ¢pusuke, 0THOCHO
padyHapcTBa, noduja ce (2—a)(c+a)+(3—a)t = (a—1)y, oxsocro (2—a)(b+c)+(3—a)t = (a—1)z.

IIpoceuan 6poj ceknuja kKoje moxabajy ydueHuIu nese mxoJe je 3 = xzyézjff:fgﬁi‘?t, na
KaKo je a # 1, 3aMeHOM T, ¥ U Z U3 IPETXOTHUX jeAHAKOCTU CJIeIn
2- 25+ Da+b+o)+3- (5 +1)t 2(a+b+c)+6t

o= 2-2Z24)a+b+e)+(B-2=2+1)t B-a)la+b+c)+(8—2a)t"

Iakme, 3 < « je exsuBasentHo ca 2(a+b+c) + 6t < (3a —a?)(a+ b+ c) + (8a — 2a?)t, ma
je moBosmHO mokazatu ma je 2 < 3a —a? m 6 < 8a — 2a?, ommocuo ma je (o — 1)(a—2) < 0m

(a —1)(a — 3) < 0, mrro je Tauno, momto je « € (1,2).

Heka je T tauka ma npasoj AD rtaksa na je AT = BC u na Baxu D—A—T. Ilomro je AP =CD,



<PAT = <«BAT = 180° — <DAB = <«BCD
(jep je ABCD TteTuBaH 4eTBOPOYTrao, Ia Cy
My HACIpaMHU yTJIOBU cymieMeHTHu) u AT =
AQ = BC, Baxu AATP = ABCD. Caenn
<ATP = «DBC, a raro je <DBC = <DAC
(nepudepujckn yraosu Han tetusom CD 'y
omucanom kpyry ABCD), canemn <ATP =
<DAC. Karo je D—A—T, cnemu TP | AM, na
je AQAM ~ AQTP, onakne je % = % =1,
momto je AT = QA.

Iakne, QM = MP, omaocuo M je cpe-
mumre aysxku PQ. Oxp-22-2A4

Y ommcaHOM TOCTYOKYy he cBaky Opoj HammcaH Ha Tabnu Outu mpupomaH. AKO je y HEKOM
TpeHyTKy Ha Tabum mammucan 6poj 22022, memocpenmHo mpe mera HaIMCAHN OpPOj X 3a00BOJHABA
wim 22— 1 = 22022 g 3241 = 22922 4 kako je mpso Hemoryhe (cTpame jemHaumMHe Cy pasamduTe
o1 (pamu x € Z, momro je 22022 = (22)1011 = | (mod 3)). Axo je

92022 _ 92022 _ 7

2y 3y + 1 = 3

HapHOCTH), CAEIU T =
y Opoj HamMCaH HEMOCPEnHO mpe Opoja x, oHAa je uau 2y — 1 =
MebytuM, kako je 22022 = (26)337 = 1 (mod 9), 6poj 22029274 HUje Ieo, Tj. Apyra jelHaunHa
HeMa, IeJ0OPOjHNX pemema, ma je y = 2202(32+2 = 220231"’1 (Baskm 220231+1 € Z, momto je 22021 = 2
(mod 3)). Axo je z Opoj koju je Hamucan Ha TabIM HENOCPEAHO Tpe Opoja Y, OHIA je WIu
2z—1= % unm 3z+1 = % . MebyTtum, xako je 22021 = (26)336.25 = 25 =5 (mod 9), 6poj

92022 _o . . . . . 92021 4 4 92020 | 9
HUje IIe0, Tj. APYyra jeqHAYWHA HeMa [eJOOpOjHUX pellema, na je z = 5 = = .

Konmauno, ako je t 6poj K;)Oj;[;l je HamucaH Ha TabJ HEemocpenHo mpe Opoja z, KaKo je z mapad,
42 Z_——1 . Mebyrum, raro je 22020 = (26)336 .24 =94 =7
92020 _1 . . .
(mod 9), cremu na *—— mwje meo 6poj, ma je mocaemme Hemoryhe.
Crnenu ma ce ONMCAHMM IIOCTYIKOM Ha Tabau He Moxke mojaButu 6poj 22022,

Mopa outu 3t+1 =2 = , Tj. t =




Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEIHA 3AIJATAKA OKPYRHOI' TAKMMWYEILA N3 MATEMATHVEKE

Tpehu pazpem — A rareropuja

2
IIpu HaBemenuM yciaoBuUMa je {’/(p+n\/§)2+ {/(p— n\/i)2 = (f/p—i—nﬁ—i— {’/p— nﬁ) —2.
p2—2m2=m2+2, naje

mt =y Va5 {2 - V) (V) 4 { - nv))
v 10 oV’ (o -nvD)? (Yo +nv2 e {fp-nv2)

2p+5-€/m-(§/p+n\/§+{/p—m/5)

(\5/(?+”\/§)2—{/(p+m/5)(p—n\/§)+\S/(p—nﬁ)Q)Ho-W.m

= 2p—5m-(m?+2+1)+10m = 2p — 5m> — 5m,

Tj. 2p = m(m4+5m2+5). IomTo je m € N, ykoauko je Hemapas, ogzga je u m*+5m?+5 Henapas,
mro o nobujenoj sesu muje moryhe. Caemu ma 2 | m, a Kako je m* +5m2 +5 > (m? +2)2 > 9,
momTo je p mpoct 6poj, cremu m = 2, p=m* +5m? +5 = 41. Kako je 41 mpoct 6poj, mocreme
IOOBOIM IO peIlema, OMHOCHO 3a p =41, n = 4/ WT“ =29 € N ce nobuja m = 2. Ilakue, jeauna
Mmoryha BpemHocT 6poja m je 2.

Hera je AE =2x u CE = 2y. Y cBakOM TpOYTJy TEKUIIHA Ay je He Mama ox omrosapajyhe
Bucuue. Crora, ako je P moBpmuHa IpaBOyIJIOr TPOYIJa YHWja je XUIOTEHy3a ¢, & BUCUHA KOja
OAroBapa XUIOTeHy3u h, Baxkwu

P:h-§>h-h:h2. ()

Ha ocuoBy Hejemmakoctu tpoyria y AAEC,
BakU T +y > v/ 2, Ia IPUMEHOM HEjeIHAKOCTU
u3Mmehy KBaapaTHe W apUTMETUUYKE CPEAUHE

2 2
caenu 4/ % > IT“’ > @ , OJHOCHO

?+y? > 1 (1)

Oxrp—22-3A2-2

ITpumenowm (1) va AZTE u AXYE, uuje cy BUCHHE XUIOTEHY3a T U Y, PEIOM, aKO Cy HUXOBE
nospimre P(AZTE) u P(AXYE), ctequ P(AZTE) > 2> u P(AXYE) > y?, ma Ha OCHOBY
(1) ctequ P(AZTE) + P(AXYE) > 22+ y? > 1. JemmakoCT ce JOCTHAE aKO M CAMO aKO Cy
taure A, F,C xonuneapue u © = y (ouna cy P(AZTE) nu P(AXY E) jetHakOKpaKO—IPaBOyTJINn),
OMHOCHO aKO M CaMO aKO je Tauka [ meHTap yodeHOT KBaIgpaTa.

Axko je n = 1, Tabauma Koja 3aI0BOJbaBa HABEAEHY OCODUHY OUMIrJenHo He mocToju. Ako je
n = 2, yCJOB KOj¥ 3aI0BOJbaBa TaOIUIA Haje Ha Cy HEeHE OBE KOJOHE CYIPOTHE.

Heka rabmuuna M mumensuje m X (n + 2), m,n € N, 3a10Bo/baBa HABEJEHU YCJIOB U HEKA je
K1 jemma on meHUX KOJIOHA KOja MMa HajBUINE jemHAKUX ejeMeHarTa. Heka je taj 6poj jemmarux
exemenara k. Be3 ymamema ommrocTtu, Heka K canpsku k Hyna (Tabauna Koja Ha MECTAMa HA
KOjUMa Cy HyJle UMa jeIVHUIE, a HA MEeCTUMa Ha KOjUMa Cy jeAWHWIE UMa HyJje, 3a10BOJbaBa
ucty ocobuny). OHzma cBe ocraje KOJNOHE caapske HajBuue k Hysna u HajBumie k jemnuuuna. Ilo
HABEIEHOM YCJIOBY, IOCTOjU KOJIOHA Ko UMjU Cy UYJAHOBU jeOUHUIE Y OHUM BpPCTaMa y KOjUMa
K; wmva myne. Omupa, no mauuny wmsbopa K (majsume ucrtux enemenara), Ko uma Hyse Ha
npeoctanum mosunujama. Cuemnu na cy K1 u Ko cynpoTHe, kao u na tabauna M’ mumensuje
m X n, nobujena uz M yrnamamem konora K; u Ko, 3amoBomasa yciaoB 3anatka. Crora, ako je
TBpDeme TauHO 3a CBe MaTpulle TUMeH3uje mxXn, m,n € N, Ha OCHOBY IPETXOJHOT pa3MaTpamha
caemu na je tauno u 3a M (komome M’ ce MoOry momenauTy Ha CynpOTHE IApOBe, a jOUI jenaH
rakas nap udnHe K; u K»).



OsuuMm je tBpheme mOKA3aHO MATEMATUYKOM WHIYKIIU]OM.

leomerpujckn HU3 je pactyhm ako je mpBm ujgaH TO3UTUBAH W KOJUYHUK Hu3a Behw om 1 mim
AKO je HpBU 4iaH HU3a HeraTuBad u Koaumuauk Hu3a u3 (0,1). Axo je youenu HU3 (@pn)neN U ¢
KOJMYHUK HU3a, OHZA je a, = a1-¢" ! 3a ceako n € N. Cinemu 1 = ag-a10 = a2, ma je ag € {—1,1}.
Axo je ag = 1, kako je uu3 pacryhwu, caenu a, > 03a cBakon € N, na jed =ar—ag < ag—ag < 1,
Te y OBOM CJIy4ajy HU3 Ca HaBeIeHUM ocobuHaMa He mocToju. Axo je ag = —1, ciemu —1 = aq-¢®
ud=ar;—as=ai-q(qg—1), majedqg@+q—1=0, 1j. (2¢—1)(2¢>+q+1) =0. Bassu 2¢>+q+1#0
3a ¢ € R, ma je ¢ = 3 € (0,1), omarxe je a, = —2°"" 3a n € N, mT0 je HM3 KOju 3aI0BObABA
HaBeleHE yCJIOBE.

FKomenmap. Y cayuajy ag = 1 je, Ha ocHOBY ocobuHa HU3a, n3beruyTo mobujame KyOHe jemHa-
uymHe. Taj meo ce Morao pemmTu W Ha Taj HAYMWH, CIAUNYHO pEOeHny APYTor ciydaja mobuja ce
4¢> —q+1 = 0. Kako je y OBOM CJIy4ajy I‘eOMeTpI/IjCKI/I HU3 TO3UTUBAH W Heomamajyhu, Mopa
outu q > 1, a momro 3a ¢ > 1 Baskm 4¢° — g+ 1 = q(¢> — 1)+ 3¢®> + 1 > 0, nobujena jenmaumna
HeMa pemema Ha [1,00).

Heka je z, =6-10" +8 3a n > 4. Ongna je

23 =216-10°" 4 864 - 102" + 1152 - 10" 4 512 =[2]16[0]...08640. 0115.0 051.
—_——

n—3

mwTo je oporoaumspu 6poj. Cnenu ma oBorogummux OpojeBa mMa OECKOHAYHO MHOIO.
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PEIIEIHA 3AIJATAKA OKPYRHOI' TAKMMWYEILA N3 MATEMATHVEKE

YerBpTH pa3pen — A kareropuja

3a cako n € N u ¢ > 0 ¢pynruuja {/c+ x je pacryha ma [0,1]. Cunenn, nakon uzGopa m u n,
najsehe Bpennoctu A u B ce nobujajy usbopom a; =...=a, =1u by =...=b, =1 u usnoce
Ynu m, penom. Ako je f(x) =% 3a x € (0,00), onna je f'(x) = x7 - =22 pa f pacre na
(1,€), a omama ma (e,00). Karo je ¥/3 > /2, ciemn na je /3 majsehu wnan musa (/7)nen, ma
ako Aunekcannpa uszabepe n =3 u a3 = as = az = 1, nobebhyje, 6e3 063upa Ha TO mWTA OAUTPA
Bojan.

Yronuko 3a ms3abpame m,n > 2 Anekcammpa usabepe a; = ... = a, = ﬁ, a Bojan by =

oo =by, = \/%, nobulie ce A = B =1, na je 0BO mpuMep Urpe KOja Ce 3aBpllaBa HEPENIeHUM
MCXOIOM.

Heka je R tauka tarxBa na je X¢oX XpR mapanenorpam. Heka cy tauke D, E u F' cumerpuune
tauku X y onuocy Ha BC, CA u AB, penom. Onna cy R, P,Q, penom, cpequmita EF, FD DE,
a kako je AE = AF =AX, BD=BF =BX u
CD=CE=CX,Baxxu AR | FF, BP 1 FD,
CQ | DE. Caemu <PBC = <FDX (momro
je BP 1L FD u BC L XD), a anauorso je
n <QCA = <DEX, <RAB = <FFX, rao un
<ABP = <X FD (nowmro je BP L FD u AB L
XF), ommocao <BCQ = <XDE, <«CAR =
<XFF. Kako ce mpaBe DX, FX u FX ceky
(y X), HA OCHOBY IPETXOQHO NOOUjEHUX jenHa-
koctu u (Tpuronomerpujcke) Yesune Teopeme
(npumemene na ADEF u ANABC) cnenu na ce
BP, CQ u AR cery y jennoj Tauru (a Kako ce
BP u CQ cexy y Y, To je Tauka Y).

Kako je uerBopyrao XXpAXc terusan,
ciequ <XAXc = <XXpX¢ (yrao man reru-
BoM X X¢) u <XpXcX = <XpAX (yrao man Oxp-22-4A2
rerusoM X Xp), na je <CAY = <CAR = <«XEF = «<XXpX¢c = <XAX¢c = <XAB, ®Kao u
<Y AB = <RAB = <FEFX = <XpX¢cX = «<XpAX = <«CAX. Cuemu na je cumerpana <CAB
ucroBpeMeno u cumerpasa <X AY (u kaxko X He npunana cumerpaiu <CAB, rauka Z je 1o6po
nepurucana, onnocuo X, Y, Z cy pasznuuumre Tauke).

Cuemn g}? = % , a karo je AAYYe ~ AAX Xp (mpasoyrau tpoyrnosu u Baxku <Y AYe =
AY _ YY, c ZY _ YY
WYAB = <CAX = <XpXA), Bawu u 45 = xx2 0 18 je 7% = %35 -

Heka je L = 22° +2Y u D = 2022°. Ilomto je L = D u kaxo je 2022 memus u ca 2 u ca 3,
Mopa buTu mapam 6poj, a kako x2 maje ocrarax mau 0 wau 1 npu mememy ca 3, ciaenn ma 2V
naje ocrarak unu 0 wnm 2 npu gememy ca 3. akme, 2Y =2 (mod 3), ma y Mopa Gutu Hemapax
6poj (Bamu 2! =2 (mod 3) u 22 =1 (mod 3)).

Heka je x = 2% - 21, roe je x; Henapan 6poj. Kako je y memapan, me moxke outu y = 20a.

Axo je y > 20a, ouma 229 | L u 2% || D, ma je 20a = z u x2° 4 2v~20¢ = 1011%2%¢, Kaxro z}
naje ocratak wimm 0 mwma 1 mpu mememy ca 5, 10112°¢ = 1 (mod 5) u 54 2Y729¢ cremm 5 | 1 n
2v720¢ =1 (mod 5). Mebyrtum, xakxo 2! — 1, 22 — 1 u 2% — 1 #Hucy nemusu ca 5, a Baxu 2* = 1
(mod 5), mocnenmwe 3naun na 4 | y — 20a, omHocHO 4 | y, mTo je Hemoryhe, momTo je mperxomHO
noKa3aHo ma 21 y.

Axo je y < 20a, ouma 2Y || L u 2% | D, ma je y = z m 22097% . 220 + 1 = 1011Y. Ilomro
5] 1011Y — 1, cnema na 5 | 1, ma 520 | 1011Y — 1. U3 mobujenor caemm u xa 25 | 1011Y — 1, Tj.
25 | 11¥ — 1. Ha ocmosy Ojnepose teopeme je 1120 = 1 (mod 25) (momto je ¢(25) = 20), Kako
je 11 = 212 = 41 = 16 # 1 (mod 25) 6pojesu 111 — 1, 112 — 1 u 11* — 1 #Hucy memusu ca 25,
kaou 11°=11*-11=16-11=1 (mod 25)7 ma ciega ga b | y. Coenmjanuno, Basku 206 — y > 5,
ma 4 | 22097Y . 220 = 1011Y — 1 = (—1)Y — 1 (mod 4), omakne 2 | y, mTo je memoryhe, momro je
OPETXOIHO MOKA3aHO 1a 21 y.



W3 mperxomuux pasMaTpama CiIenu na HaBeAeHA jeIHAUMHA HEMa Pellieha y CKYIYy IPUpO-
OHUX OpojeBa.

Hexa je go(z) = 23 +az? +z+(a—2)%. Karojez+1<03zaz<—-lma+1>03az>—1. Cremn,
ako je go(—1) # 0, momro je mosmHOMCKa (QyHKOUMja HemperugHa, go(r) he Gurm roHcTaHTHOr
3HAKA y HEKO] OKOJMHM Tauke —1, ma He Moske Outu (x 4+ 1)g.(z) > 0 3a cBe = U3 Te OKOJHMHE.
Hakmne, g,(—1) = 0, 1j. > —3a + 2 = 0, na mopa 6utu a € {1,2}. Axo je a = 2, onma je
(z+1)g2(z) = (z+1)(z3 +222 +2) = 2(x+1), mT0 je meratusno 3a r € (—1,0), ma HUje UCTymeH
ycaos 3amatka. Awo je a =1, ouma je (z+ 1)gi(z) = (z + D(@® + 22+ 2+ 1) = (z + 1)%(2? + 1),
IITO je HeHeraTuBHO 3a cBako r € R. Ilakime, jequuo a = 1 3a10BOJbaBa HABEIEHU YCJIOB.

Axo je a € N, mera je 13(a) € Ny majsehn cremen Gpoja 2 ca KojuMm je memuB a, Tj. BaKH
a =22 .4’ rne je o' memapan 6poj. Hera je v5(0) = co u Hexa je k < 0o 3a cBako k € N,

Heka ce y HEKOM TPEHYTKy Ha rOMUJIAMa HAJIA3U IO a U b 31aTHUKA U HEKa je Va(a) = va(b) =
k € Ng. Ongna je a = 2%a’ u b = 2FV/, rne cy o/ u b/ Hemapuu, ma urpad Koju je Ha IOTe3y ca
HEKe Ol TOMUJIA MOYKE y3eTr OpPOj 3JIATHUKA OEJHUB Ca 2’“/, rae je 0 < k' < k. Yromuxo je k' <k,
HAKOH IOTe3a Ha TOj rommiu octalie 6poj smarauka gemus ca 28 | am me u ca 2%, a yromuko
je k' = k, makon motesa Ha TOj rommiau ocrahe 6poj smarmura memus ca 2Tl momro, ako cy
n1 ¥ no HemapHu 6pojesu, omma 2! | ny 2% — ny2% Y cpakoMm cayuajy, ykoMmMKO HakOH mOTe3a
HA FOMUJIAMa OCTaHe IO a1 U by 3uarHuka, Basxkuhe vo(ar) # va(br).

YKOJIMKO Ce y HEKOM TPEHYTKy Ha TOMUJIAMa HAJa3W IO ¢ U b 3ilaTHUKA U nNpuToM je vo(a) #
v2(b), Be3 ymamema ommroctu Heka je vo(b) > wa(a) = k € Ny. Axo je vp(b) = oo, Tj. b =0,
Wrpad KOju je Ha MOTe3y Ca FOMUIIE Ha KOjO] Ceé HAJA3U ¢ 3JIATHUKA MOKE Y3€TU CBE 3JIATHUKE U
TuMe 3aBpmmT urpy. Wnadve, samu vo(h) = k + 1 3a mero | € N, 1j. Baskn a = 2Fa’ u b = 28+
rme cy o u b memapum GpojeBu. AKO ce ca roMmIIe Ha KO0joj ce Haja3u b 3marHura y3me 2F
3JMaTHUKA, HA H0j Ne octatu by = 2F(2! —1) snaramka, a kako je 6poj 2'0’ — 1 memapan, Baskuhe
va(b1) = v2(a). Ilakme, y 0BOM ciydajy urpad KOju je Ha IOTe3y MOKE OAUTPATHA MOTE3 TAKO
&, YKOJIUKO Cy a1 u by OpojeBu 3iaTHUKA KOju hie ocTaTu Ha TOMUIAMA HAKOH ITOTE3a, BayKW
Vg(a,l) = Z/Q(bl).

Onucana wrpa ce 3aBpmaBa y KOHAYHOM OpOjy MOTe3a, MOMTO C€ y CBAKOM MOTE3y y3WUMa
Makap jemaH 3JIaTHUK ca croja. ¥ 3aBpmHoj nosunuju je a = b = 0, 1j. v(a) = v(b) = co, na
“rpay HAKOH YMjer moTe3a Ha MOMMJIAMa OocTaje mo a u b 3narHuka, tako na je v(a) = v(b),
[0 IPETXOJHUM 3aKJbydluMa, uMa nobemaumury crparernjy. Cnemu ma mrpau A uma noGenmHu-
uKy cTparerujy ykoaumko je v(m) # v(n), a ako je v(m) = v(n), nobeHUUYKY CTPATETU]y UMa
urpau B.
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PEIIEIHA 3AIJATAKA OKPYRHOI' TAKMMWYEIBA N3 MATEMATHWEKE

Ilpeu paspen — b kareropuja

Axo je m € N, onzna je m? moTmyn kBaapar, Tj. m P m, ma je penanuja p pediexcuBHa. AKO Cy
m,n € N TakBu na je mpPn, oEga je mn MOTIYH KBAAPAT, A je TO W NM, OLHOCHO BAXKU N P M,
Te je p cuMmerpuuHa penanuja. Kako je 182 u 2018, a npurom je 2 # 18, camenu na p Huje
aHTHCUMETpHUYHa penamuja. Axo cy m,n,k € N Taxsu na je mpPn u npk, onga je mn = p? u
nk = ¢° 3a meke p,q € N, ma je mk = (%)2. [Tpurom, rako je mk € N, caenu % €N, na je mpk,
Tj. p je TpAH3UTUBHA pejaluja.

W3 nobujenor cienu na je p penanuja €eKBUBAJEHIUjE, & HUje pejalnuja TOPETKA.

W3 masemenor yciaosa je n? — 1 = 100p? — p*, ommocuo (n—1)(n+1) = p*(10 — p)(10+ p). Caemm

p < 10, na kako je p mpoct, Mopa 6utu p € {2,3,5,7}. 3a Te BpemHocTHU p, nOGUja ce n? = 385,
2 = 820, n? = 1876, n? = 2500 = 502, penoM, OX KOjuX IpPBe TPU HEMAjy PEIIema y CKYIy

npuponaux 6pojesa. Ilakie, jenuHo pemene HaBeneHe jenuauune je (n,p) = (50,7).

Heka je R mosympeyHuMK ONMCAHOr KPyra yOUYEHOT IBAHAECTOYIJa. 1aj KPYr je W ONMCAHU
KPyT KBaapara, ma je av/ 2 = 2R, omHocHO a = Rv/2. YoueHHm IBaHAECTOYrao Ce CACTOJU O
12 jemmakokpakux TpPyIrJioBa, HysKMHe Kpaka R, a yria msmeby kpaka jemmakor 30°. Ako je
OAB jenman takaB tpoyrao, OA = OB = R, <BOA = 30° u D nomuoxkje mopmase u3 B Ha
OA, ouna je ABOD mnosoBuHa jeqHAKOCTPpAHUYHOI TpOyTia crpanune R (Baxu <DBO = 60°,

R
<ODB = 90°), na je BD = %. Cunemu na je mospummua ABOA jennaka R22 = P‘;, na je

TOBPIIVHA IBAHACCTOYTJIA jemHaKa 12 - RT2 = 3R2. Cnemu 2022 = 3R?, omaxne je R?2 = 674, na je

a=RV2=233T.

Heka cy di,ds,ds,ds,ds 6oje Koje ce xopucte 3¢ Dojeme OBOjKU, a 7i,N2,Nn3 DOje Koje ce Ko-
pucre 3a 6ojeme Hyna. I[lo ycaoBuma, mecer; mopa butu ¢pebpyap, a npBa nqudpa roauHe Mopa
6utu 2 (1j. mary™m je obuuka ajas.02.2agazas.). Meby mpeocramum mudpama cy 2 myae u 3
IBOjKe, y3 jeIMHO OrpaHUuYerme NMpU BUXOBOM pacnopebuBamy na He moxke outu a1 = as = 0,
ma ce pacmnopen nudapa MOXKe W3BPIIUTUA HA (g) — 1 mauuna. Hakonm Tora ce pacmnomesa Goja
dyi,ds,ds,dys, ds HA U pE 2 BpImu HA 5! HAUMHA, &, HE3aBUCHO OJ TOTa, pacnoaeﬂa 06oja ni,no,n3
ua muppe 0 Ha 3! vaunna. Cuaemu na je 6poj paznuuurux garyma 5! - 3!- (( ) - 1) = 6480.

Basxu f(z) = 23069(30—1—3)690: min{2x, x + 3, c}. IlpaBe y =2z u y = x + 3 ce cery y tauku (3,6)
2r, ako je r <3 . 2z, ako je r <
min{2x,c} = {

. u
:c+3 ako jex >3’ c, AakKo je x >

NN

n Baky min{2x,x + 3} =

91 gﬂ

il [e<¢] i

Oxp—22-1B5-1 Oxp—22-1B5-2

r+3, akojexr<c—3

min{z + 3,¢} = { . Cunemu nma je

c, ako jer =>c—3
2z, ako je r € (—0o0, 5) .
= ; <
f(x) { ¢, axojezelS,o0) yKoauKo je ¢ < 6,
2z, ako je x € (—00,3)
omuocHo f(x) = { z+3, ako jex € [3,07 3) , ykosumko je ¢ > 6.
¢, aKo je x € [c— 3,00)
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Ipyru paspen — B kareropuja

Hajseha mudpa raxBor yerBoponudpenor 6poja He Moxe dbuTy 1, momro 6m OHZa OHA MOpaJa
na ce nojasu 4 myra. Yxoauko je HajBeha mudpa TaxBor Opoja 2, oHa ce mojaBmyje 1 mum 2
myTa, a npeocrajie nudpe cy jenHake 1, ma TakBux OpojeBa mMma (411) + (;1) = 10. Yxkomauxo je
najeeha mudpa takBor Gpoja 3, oHa ce mojaBmyje 1 mnum 2 myra, a mpeocrajie nudppe Cy UiIn
1 nar 2 m OpuTOM HEeMa OrpaHWYEHa IPUINKOM m30opa ma jau je y nuramy mudppa 1 mam 2,
IIa TakBUX OpojeBa mMa (‘11) 223 (g) .22 = 56. Ilakse, GpojeBa ca HaBeIECHUM OCOOMHAMA MMA,
10 + 56 = 66 (Taurenra, M1605).

Tauke K u L, pemom, cy menrpu ynucanux kpyrosa y AADC u ABDC, na cy CK u CL
cumerpane <DCA u <BCD, penom. Cunemu 2 = % u €2 = %, na je CM = CN ako u

CcM CN
caMoO ako je % = %, Tj. ako u camo ako je KL || MN (Taureara, M1436).
1+4ir

Axo je z = 3ar €R, onma je 1+ir =1—ir #0, ma je |1 +ir| = |1 —ir| # 0, onakxe je

1+ir _ . 1 21
T 2z # —1, onma je r = 5 el
1 2-1_ 1 z-1

jer=—+5- %H =745 =r, omocrHo 7 €R (Tanrenra, M1692).

1—ir
|z] =1. Ako je z =

na ako je |z| =1, onga je 7 = %, OaKIe

Karo kBagparHa ¢pyHkmuja f(2) nMa ABe pasinduTe peasHe Hylle, meHa DUCKpuMuHanTa Dy je
nosutusHa, Tj. Bawu Dy = 4(a + 1)? + 4a = 4a® + 12a + 4 > 0. Taura (z9,y0) je 3ajennuura
rauka rpaduka pysrnuja f(x) u g(z) ako u camo ako je yo = f(x9) = g(xp), Tj. akO U camo
ako je zo peanna Hyna ¢ynkmmje g(z) — f(z) = (3a+ 1)z? — 2az — 1. Ako je a # —3, To je
KBaJpaTHA GYHKIUja umja je muckpumusanTa 4a” + 4(3a+ 1) = 4a® + 12a + 4 = Dy > 0, na ona
“Ma [BE Pa3jIMUUTe peaJiHe HyJe, HITO IO yCJOBY 3aaaTKa Huje ciaydaj. Ako je a = —% , OHZA je
Dy = % >0, na f(r) uma aBe paszauuuTe peatiHe HyJe, 1ok je g(x) — f(x) = %:cf 1, na rpadunu
oyuruuja f(r) u g(x) umajy tayno jemHy 3ajenHudky Tauky. llakie, jenuHa TakBa BPEIHOCT je
a=-1.

3an > 2 Baxu 4 | 2", na kako je 2* =1 (mod 5), cremn 22" 41 =2 (mod 5). Kaxo je w 22" +1 =1
(mod 2), cremu 22" +1 =7 (mod 10), ogsocuo mocaemma nuppa 6poja 22 + 1 je 7.
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Tpehu paspen — B kareropuja

Hejemnaunna je medpurucana 3a = # 0. Aro je x < 0, mMeHnMIaI pas3jloMKa Ca JE€BE CTPAHE
HejeAHAYMHE je HeraTUBaH, a OpOjuial] MO3UTWBAH, A je Ta CTPaHA HEjeqHAUNHE HEraTUBHA.

Kako je mpyra crpaHa HejeqHauyuHe IO3WTUBHA, Yy OBOM CJIydYajy HEMa pemeH,a Axo je x > 0,

5\ 3+5 (5 2
aKo je y = (3) > 1, HejenHAUVHA je eKBHJIAJIECHTHA Ca v=1 > 2, 1j. cay < = (3) , Tma je

meno pememe z € (0,2].

Ha,Be,I[eHI/I cucTeM je ekBuBaJIeHTaH ca y + 1 = 4(x —|— 13, x+1=4(y +1)3, onarne je y + 1 =
“(y+1)°, na je um y + 1=0wum (y+1)% = 28 , a mocienme y CKyIy peajHux OpojeBa
sHaun ma je y + 1 € {—1,1}. Ilakiue, pememe cucrema y ckymy peannux Gpojesa je (z,y) €

{(=1,-1):(=3,-3). (=3, -2}

Axo je r, monynpedyHuk ocHOBE, a hjp BUCHUHA Kylle, [0 YCJIOBY 3anaTka je hy = % . Ha ocuoBy
OCHOI' TIpeceka KyIle cjenu na je R MOoJyIpedHWK OMUCAHOT KPyra je,ZLHaKOKpaKOF Tpoyria,
IIyKUHE OCHOBUIE 27) U BLUCHHE KOja OAroBapa OCHOBUIM Ny, Ha je R? = rk |hi, — R|?, omaxme

jery = R‘F . Axo je d Tpaskeno paCTOJa}be U 1| DOJYIPEUYHUK KPYyra KOju ce mobuja y mpecexy
TpasKeHe paBHI/I u sonte, ciema 73 = R? — |R — d|? = 2Rd — d?, a ako je ro MOJYIPEYHUK KPyTa
d d

KOju ce no0uja y mpeceky TPakeHe PaBHU U KyIe, CIeMd ;- = }Tl—: =3, majery = 73 Crnenn
2 2

a’m = r?m —r3m, ommocuo a® = 2Rd —d? — —2 , Tj. 4d®> —6Rd +3a? = 0. INuckpumunanTa nobujene
kBaapaTHe jemnaunue je 4 - (9R? — 124?), ma axo je a > ‘F He TIOCTOjU paBaH ca HaBeIeHUM
RV3

CBOjCTBOM, aKO je a = ~3> Ty paBaH Tpeba KOHCTPYHCATH Ha pa,CTOJa,}by d = 2 on Bpxa kyme,

a ako je a < %, ouga je 0 < 38= gf —12a SR 94R —12a 7, ma IOCTOjU ABE DABHU Ca
. “ — 2 _ 2 2 2 _ 2

HaBeIEeHUM CBOjCTBOM, 3a d € {SR ‘/gf 1247 SRJ”/gf 12a } (Tamrenra 70, Ilucmenu 3ananu,

samarak 111-1).

9
3a cBako 1 <14 < 9 Basku S; = S1+4(i—1)-1600, omarae je Y. S; = 951+36-1600, na 36up y cBakKoj
i=1
KOJIOHZ (& CAaMKUM TUM U BPCTU U AMjarOHAJIN) MATCMYHOr KBaxpara Mopa ourtu 357 + 12 - 1600.
Cuemqu ma ce KOHCTPYKIMja TPaKeHOT MATWYHOT KBAJApPATa CBOAU HA KOHCTPYKINU]Y MArMYHOT

1165
kBaapara uuju cy eaementu 0, 1,...,8. TakaB maruunu kBaapart moctoju, Ha npumep | 8 [ 4 | 0 |,
3127
S | S7 | Se
a TO HOBOMM IO MATMYHOT KBAAPAaTa ca TpaskeHUM ocobunama | Sg | S5 | Sy | (Tanrenra, M1485).
Sy | Ss | Ss

Axo je x € N, omzma je mwm 22 = 0 (mod 3) wmm 22 = 1 (mod 3), ma je ocraTak TpU mesbemy
opoja 2?0 ca 3 mmm 0 wmm 1. Axo je y € N, onga je y2+y = y(y+1) mapan 6poj, a xako je 22 =1
(mod 3), 6poj 2v°+y naje ocrarak 1 mpu memmewmy ca 3. Cienu ma je ocTarak npu nebemy Opoja

20 4 2¥"+Y ca 3 wm 1 wm 2. Ca Opyre CTpaHe, 3a CBAKO HNPUPOIHO z Opoj 20227 je messuB ca
3, ma HaBeIeHA jeTHAUYNHA HEMa pelema.



Jpymreo maremaruuapa Cpbuje

PEIIEIHA 3AIJATAKA OKPYRHOI' TAKMMWYEILA N3 MATEMATHVEKE

YerBpTHu paspen — b kareropuja

2 LI
Baxu y = 319825 = 3lo&5 =5 » = 2%

=9, akako je (1+4)? =2i u (1 —1i)? = —2i, cnemn

el

21')1011 6:6 6 6 2 . . .
T = gy = —2%° = 2%, Hakae, n = 2° -3 -5 je npupoman 6poj, a OPOj HEroBUX AEIUIANA

je (6+1)(2+1)(1+1) = 42.

Axo je n =0 (mod 3) wnu n =2 (mod 3), orzna je n(n+1) =0 (mod 3), a ako je n =1 (mod 3),
ouma je n(n + 1) = 2 (mod 3), ma n? + n + 2024 npu mememy ca 3 maje ocraTak maw 2 wim 1.
Crnemu ma 3a IPOU3BOJLHO MPUPOTHO N 06poj n? + n + 2024 Huje memus ca 3, ma HUje HU ca
2022 =2-3-33"7.

Ako je x > 0, jenumauuna je exBuBajsieHnTHa ca 2+ p(x — 1) = 0. Axo je p = 0, Hema pemema,
a ako je p # 0, ciemu ¢ = 1 — %, na jenHaurHa mMma pememe Ha [0,00) aKO M caMO ako je
p € (—00,0) U2, 00).

Cumuno, ako je ¢ < 0, jenHaunHa je EKBUBAJEHTHA Ca 2m2—4px+4(p—2) = 0. luckpuMuHAHTA
nobujene kpaapaTHe jeamaunse je 16(p? —2p+4) > 0, ma Ta jeaHauMHA UMa IBA peasHa PemIema.
Axko je p < 2, mo BujeroBuMm nmpaBuiauMa MpOU3BOJ pellema no0ujeHe KBaJpaTHE jeIHAUUHE je
2(p —2) < 0, ma je jeaHo o4 TUX pellelma HECATUBHO, OJAKJIE CIENU Na je U Delleme HOoJa3He
jemmaunne. Ako je p > 2, pemema Cy HUCTOr 3HaKa, a [0 BujeToBuM mpapuiuMa 30Up pellema
nobujeHe KBagpaTHE jeoHAUWHE je 2p, IMa KaKo Cy UCTOT 3HaKa, 00a Cy MO3UTWBHA, Tj. MOJA3HA
jemHaUMHA HEMa PEIICHA.

Hakne, ako je p < 0 jegHaumHa MMa jeHO HETATUBHO U j€JHO HEHETATUBHO PENICHE, aKO
je p € [0,2), jemHaurHa HEMa HEHETaTUBHUX, a UMa jeJHO HETATUBHO DPEIICHE, a aKo je p =
2, jemHAYMHA WMa jeTHO HEHETATWBHO, a HEMa HETAaTUBHUX pellema, Tj. TparkeHe BPEIHOCTU
napamerpa cy p € [0,00).

Komenmap. Wspasu y = 4(pxr + 2 — p) 3a p € R npencrasmajy mpase Koje Caap:Ke Tauky
(1,8), Tako ma je 3axTeB 3amaTka oapebuBame Koje O YyOUEHUX IPABUX CEKY I'Dadur (yHKIUje
f(@) = (|| — )z Tauno jennowm.

Axo je H opronentap AABC, ounma je AH | BC, na npemMa TeOpeMu O TPU HOPMAJE BaKU
BC 1 SM, rme je M nonuoxje mopmase uz A wa BC. Ilakne, BC je mHopMajgHa Ha paBaH
ASM. Caemu, SA L BC, a rako je u SA 1L SB, SA je mopmanna ua pasan SBC. Cuemn
SA 1 SC, a amanorso je u SB 1 SC. Ilpema Iluraropunoj teopemu je SA? + SB? = AB?,
SB? + SC? = BC? u SC? + SA? = CA?, na je maBeneHa HejeHAKOCT ekBuBajeHTHa ca (AB +
BC + CA)? < 3(AB? + BC? + CA?), 1j. ca AB?> + BC? +CA? > AB-BC + BC-CA+CA- AB,
omzocHo ca (AB — BC)?+ (BC — CA)? + (CA— AB)? > 0, mrto je Tauso. JeaHAKOCT ce MOCTHEE
ako u camo ako je AABC jemmakocrpanuvan (y3 yciaose 3azmatka, ouga cy ASAB, ASBC u
ASCA jennaxorpaxo—npasoyrau) (Tamrenra, M1443).

(a) CBako TeMme je Kpajma Tauyka TPU IHOCMaTpaHe Ly:KUA (JBE CTPDAHUIE U jelHE AUjarOHAJE).
Y Heko om TeMeHa je ymmcaH Opoj 1, ma ce my:kKuMa KoOje MoJjia3e M3 TOr TeMEHa MPUAPYKY]Y
BpenHocTu He Mame on 1 +8 =9, 1+7=8u 14+ 6 =7, re m e moxke 6utru Behe onm 7. Ca
Apyre crpaHe, ako ce y temena Ajp, As, ..., Ag ynumy, pemom, 6pojesu 1,6,5,2,7,3,4,8, nobuja
cem="T.

(6) 360r cumeTpuje, yrynan 6poj TpaskeHUX pacnopena je 8 myTa ehu o1 pacnmopena y KOjuMa
je y teme Ay ymnucan 6poj 1. Axo je y A; ynucam 6poj 1, kako cy Ha nyxuma Ay As, A1As u
Aj Ag m3pauynaTu 30upoBu He Mamu onx 7, y teMena As, As m Ag cy ynucanu 6pojesu 6, 7 u
8 (y meroMm pegnociseny). Yroauko Ou 6poj 2 6mo ynucan y teme As, omna y temena Ag m Az
Mopajy outu ynucanu O6pojeBu He MamU OX4 5, & TO HUje Moryhe, momTo cy OpojeBu 6,7,8 Beh
yIUCaHU y Opyra TeMeHa, Ia He MOCTOjU NBa HeymucaHa Opoja He mMama on 5. Ilo cumerpuju
6poj 2 He Moke OuTu ynumcaH HuU y TeMe Ay, ma ciaenu na je ynucan wiaun y Ay wiam y Ag. 360r
cuMeTpuje, pacuopena y KojuMa je 0poj 2 ynucan y teme A4 MMa KOJIMKO U PacIopena y KOjuMa
je 6poj 2 ynucan y teme Ag, 1a je MJOBOJBHO OAPEIUTH KOJIUKO MMa PACIOpena Kol KOjux je 6poj



2 ymoucan y teme Ay. Onna cy Ha nyskuma AgAs m Ay As uspauynaru OpojeBu HE MamU OX 7,
mWTO je ncmymeHo Ha ny:xu AgAg (momro ce y Ag Hanasu jenan ox Gpojesa 6,7,8), a na 6u Guio
UCIYHEHO U Ha mnysku AsAy, y Temeny As mopa Outu ynucan 6poj 5. Kormauwo, HakoH onucanor
MOCTYIKA, KAKO ron ce ynuiry opojesu 3 u 4 y temena Ag u A; nobuja ce je omrosapajyhie m
jemnako 7. 3aucta, OpojeBu m3pauyHatu Ha myskuma AsAg, AsAg, AsAr, A7Ag cy He Mamu O
345 =38, a 6poj uspauynar Ha ayxu AgA7; je 3+4=7T.

Iakne, ykyman 6poj Tpamkenux pacmopena je 8-3!-2-2 =192 (8 36or pacnopena 6poja 1,
3! 36or pacnopena mudapa 6,7,8 y onrosapajyha rtemena makon onpebuBama Temena y koje je
youcan 6poj 1, ,,upso” 2 36or pacnopena 6poja 2, a ,,apyro” 2 36or pacnopena 6pojesa 3 u 4).



